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Conce pDrevios

Propiedades sobre limites de sucesiones reales:

1) Si an y Bn son dos sucesiones € IR tales que:

limaon=L * limfn= L

n—co n—co

Entonces:

-

n
lim (an+ pn) = lim — + lim pn=L + L'

] n—oo 1= 1— oo
Ejemplo:
Nt +n nt . on
lim —— = lim — + lim —
n—co n- n—co 117 n—co -

2) lim(onx pn)= lim an X lim fn= L x L'

n—co n—co N —Co

Ej.: -1  n+1  n-1
lim — = lim + lim

n—co 1T n—oo N n—ce

.1 N §
lnn(_l—i—;_) X | im (1 ——)

n—co n—co n
=1x1=1

3) Si an es una sucesion convergente, esto es lim,_..an= Ly k es un

numero real, entonces la sucesion k an también es convergente y se cumple

lim(k X an) =k X lim an

n—co n—co



Ej.: 3 1
lim—=3lim—=3x0=0

n—eco 1 n—co 1

4) Si an 'y Bn dos sucesiones convergentes tales que
limon=L; limn=L";L"# 0

n—o n—co

Entonces:

an lim an

lim — = 2=
n—ee . lim Bn

NOTA:
1) Es posible que la suma de dos sucesiones divergentes sea convergente.

2) Si any PBn son dos sucesiones tales que an>Bn u cuyos limite son,

respectivamente.
liman=1L lim pn= L',entonces : L < L'
11— oo n—co
3) Si: lim,, ., an = L, entonces
lim{(—an)=— lim an= —L
n—co n—co

Observacion importantisimo: no siempre es posible aplicar las propiedades
“literalmente” sobre limites de sucesiones, si antes no se ha realizado una
transformacion a la expresion que define el término general de la sucesion.

an+1l

lim, .., ——

21—

Si aplicamos la propiedad del cuociente de limites, tenemos.

Ej.:

In+1 lim3n+1 o
lim = == =— =00
n—co 5?2 — 11111 5” — . oo

n—co

Es decir carece de limite finito, ya que el denominador y el numerador no
tienen limite real definido.



Sin embargo podemos simplificar el numerador y el denominador por “n”, de
manera que el termino general an, se transforme (debemos buscar siempre

1 . 1
la forma — ya que lim,_,, — = 0; p€IR)
ne v n
Entonces: In+ 1 1
I in+1 I T I 3‘5 I n+1l o,
m-——=Imyp—=1M ——F = llIM—F="
_|:_r_r_|5” — 1 — 0 r” - 2 n—oo _I:—r_l'_|5i||_ — 2 * 5

i i

Nota: Para cualquier limite de una sucesién an que tiene por término general
un cuociente de dos polinomios, e divide el numerador y el denominador por
la potencia de “n” que tiene el mayor exponente en dichos polinomios.

Ej.:1)
_ ) 5 6
. —4n* =5n+6 /nt ot 4
11 = l1m - —
n—w3n*+ Tn?+8n—1/m* n-wg 7 08 1 3
< 3 3 I
n n® n
Ej.:2)
In? —n+2 1 1 2
n*—n+2/in . 3 T T 1
lim Y— 57 / — lim hB — lim 5 n_ —
n—co on — f.h n—co 6 ~= n— o 6 _2 o
Ejercicios:

I) Calcule el limite de cada una de las siguientes sucesiones cuando:

n— oo
l_)?ﬂz: —2n+5 2_)2?23 —5n+7 33 3n " (n+ 1)° 5) 2 5
_ — 3)3n 4)——— 5)—+—
' n- ' an- “on+1 7 2n- ‘n* n°
6')”: +3 n°+1 7_);1* +n? 8) (dn+507-n?
e T Tnd ' n+



Il) Dadas las sucesiones:
. an+l n=+1 ) ,
Sian=—-—y Bn=TcaIcuIe lim,_ de:

on 3
l)an— pn  2)anx Pn 3:)[3_11 4)an—+ fn 5:)51:1:11—8[31]

l11) Calcule los siguientes limites lim,, ., de:

. n® +5n—2 5 nt—n+2 2 2n* —n? +1 4 4 _
) 2n= +1 ) an* —n? L')T’n3—n—3 '}\,n—?—\,ﬁ ')wz—zwﬁ
N - 9 NN e EwC
mn+2)—n| 7V ———— [2n?+3n—n—/2n* +
)W . ) T 2100+ vn My v |

Respuestas:

)1) 3 1) 3 1)1)1/2
2)2/3 2)0 2)1/3
3)0 3) oo 3)2/7
4)1/2 4)3 4)0
5)0 5)9/7 5)0
6)1 6)2
7)0 7)0
8)-4 8); V2

Es el caso de una sucesion muy particular y de gran interés en matematicas
especialmente en el calculo infinitesimal.
La sucesion
An= (1-+1/n)" siaplicamos limites a esta sucesion se obtiene

1n

lim (l ——)

M=o b ./

Con la ayuda de una calculadora cientifica, se ha determinado algunos
valores para esta sucesion.

n 1 2 3 10 100 1000 1000000
An 2 2,25 | 2,3703 | 2,5937 | 2,7169 | 2,718146 | 2,718282




En la tabla vemos que para valores significativamente grandes de n, el valor
de An se “estabiliza” y crece muy débilmente.

Esta sucesion es creciente y acotada An € IN; 2<An<3, luego tiene limite.

Al limite de esta sucesion se le denomina numero e

Luego: lim (fl + 1) =g

n—co Y s
E=2,7182818284590452353602

Donde e es un numero irracional (desarrollo decimal infinito no periédico)

NOTA: El matemadtico suizo Leonard Euler (1707-1783), discipulo de Jean

Bernoulli, estudio esta situacién, cuyo limite se denomina con la letra inicial

“e” de su apellido.

Ejemplo: Calculemos los siguientes limites

1.

P 1+ n+7
fim (1+-)
due ée escFibe como:
. ; 1 n . ) 1 7
lim (l + —) > lim (1 ——)

Fr—oo b W, n—=oo ./

E X 1

2.
jim (1 + %)aﬂ = Jim [{1+ %)“]3

-
b

3.

1n

lim ( 1— —) que se escribe como

Fr—oo b T,

1n

lim (l — —) si ahora hacemos que p = —n

Fr—oo b W,

tim (1) = i 1)1
1

= g e
e

; w 11

4.lim,,_, (l + —] que equivale a

1



] x 1+
lim L __5 1( ~.5h +5) _ Jim : B
(l_a:—SJ (l_n—S,J

e
— I = &
Ejercicios:

Calcule los limites de las siguientes sucesiones cuando n —

1) (1+ )" 2)(1+ )" 3L+

1L n 4 _ y2n 1oL ynez
4)(1 .'!+-L') 5)(1 .'!') 6)(1 .'!+f')
7)((n+ 1)/n)™ 8)((n+ 1)/n)"**°
Respuestas:
1. e 5. e ¢
2. € 6. e
3. e 7. e
4. e 8. e

I) encuentra el valor limite de cada una de las sucesiones.

l I_ll n ”+2 I:_l:l?]—l
1) om=; 2) an=-3 + . 3) an= . 4) an=
I

7) an= 8)an=1-+ =
n+1 2n n

[I) Dada la sucesién an= 1+ -

11

a) ¢Para qué valor de n se verifica que an €1 — — ], 1+ — [ ?

-

b) Si se considera e= —, ¢para qué valor de n se verifica que

iU

an€]1— =, 1+ 202



I11]) Dada la sucesién an=—3 + ——; ¢{Para qué valor de € se cumple que

an=]-3—¢,-3+¢[?

IV) Indica cuales de las siguientes sucesiones son convergentes y cuales son
divergentes.

n- n=+1 aIn~-—1 2n—-1 2n 1
1).'!'+‘ 2) ¥ 3) ¥ 4) fa] 5)_.'!+; 6):
7) 3 8) n+1
Respuestas:

1) 1)0 [1)1) n>3 1) € >— IV) 1) convergentes
2)-3 2) n24 2) divergentes
3)1 3) divergentes
4)0 4) convergentes
5)2 5) convergentes
6)3 6) convergentes
7)1 7) divergentes

8)1 8) convergentes



